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Abstract

Afundamentalprobleminthedesignofstochasticservicesystemisthatofpooling,namely,the

replacementofseveralingredientsbyafunctionallyequivalentsingleingredient.Inthequeueing

systemthisproblemtakesoneofthetwoforms:poolingqueuesorpoolingservers.Inthispaper

threequeueingmodelsareconsidered.InModel1thereareseveralserversandeverytaskhasa

serverdedicatedtoit,andinfrontofeachserverthereisanindividualqueue.InModel2,queues

inModel1arepooledintoasinglequeueandeveryservercanserveanytask.InModel3servers

inModel2arepooledintoasingleserverwithhighability.Theeffectofpoolinginvarious

situationisassessedwithsteadystateanalysis.
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１．はじめに

確率的なサービスシステムの設計段階における基本的な問題として，システムを構成する複

数個の要素を，同じ働きを持つ１つの要素に置き換えることが適切であるかを検討する問題が

ある。待ち行列システムにおいては，これは，到着した呼が入るqueueをserver毎に設ける場

PerformanceofQueueingSystemwithMultipleClassCustomers

＊MasaharuIwase

CorrespondenceAddress：DepartmentofBusinessAdministration,BunkyoWomen’s

University,1196Kamekubo,Oimachi,Iruma-gun,Saitama

356-8533,Japan.

Accepted October7,1999. Published December20,1999.

(175)文京女子大学研究紀要

第１巻第１号

JournalofBunkyoWomen’sUniversity

Vol.1,No.1,pp.175～184,1999

175



合と共通なqueueを設ける場合を比較する問題と，複数のserverを１個の能力の高いserver

で置き換えることが適切かを検討する問題となる。［１］，［４］はサービス段階が１段階のシス

テムについて，次の３つの基本的なモデルを えている。サービス時間分布が指数分布でser-

vice率μ/mを持つm個の複数serverを持ち，server毎に無限個の呼を収容できるqueueが

あり，呼は各serverに到着率λ/mでポアソン到着しFCFS規則でserviceが行われる分散方

式，分散方式においてm個のqueueを共通化し１つのqueueにした多重処理方式，多重処理方

式でm個のserverをサービス時間分布が指数分布でservice率μの１個のserverで置き換

えた集中方式である(図１)。そして，集中方式の平 系内数L，多重処理方式の平 系内数

L，分散方式の平 系内数Lには，一般にL≦L≦Lの関係があることを示している。しか

し［１］，［４］では，到着する呼は１種類であり，複数種類の呼に対するserviceは えられてい

ない。本稿では，異なるサービスを要求する複数種類の呼が到着し，各serverは特定種類の呼

に対するサービスのみを行い，各server毎にqueueを持つ待ち行列システムについて，各

serverがすべての種類の呼に対するservice能力を獲得しqueueを１つにして並列システム

になった場合と，この並列システムにおいて各serverのservice能力を1個のserverに集積し

た場合について，システム能力の比較を行う。計算機システムにおいてCPUやネットワーク等

の資源に対する負荷分散を える場合や工場の製造工程を設計する場合に，性能評価の基礎と

なることを目的とする。

図１ ３種の処理方式（呼種が１の場合)

分散方式

多重処理方式

集中方式
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２．モデル

２－１ モデル１

システム全体への呼の到着は，平 到着間隔1/λのポアソン到着とする。到着した呼は，class

1からclasscまでのいずれかのclassの呼である。到着した呼は確率αでclassiの呼であると

する。server数はcとする。c個のserverを第１serverから第cserverとする。classiの呼

のservice時間分布は，平 1/μの指数分布である。第iserverは，classiの呼のみのservice

を行う。classiの呼は，FCFS規則によって，第iserverのserviceを受け，service終了時に

システムより退出する。モデル１でα＝1/c(1≦i≦c)で，μ(1≦i≦c)がすべて等しい場合，

１．に記した分散方式になる。

２－２ モデル２

システム全体への呼の到着は，平 到着間隔1/λのポアソン到着とする。到着した呼は，class

１からclasscまでのいずれかのclassの呼である。到着した呼は確率αでclassiの呼である

とする。server数はcとする。c個のserverを第１serverから第cserverとする。classiの

呼のservice時間分布は，平 1/μの指数分布である。各serverは，すべてのclassの呼のser-

viceを行うことができる。到着した呼は，FCFS規則によって，いずれかのserverのserviceを

受け，service終了時にシステムより退出する。ここで，service時間分布は，mixedexponenial

distributionであり，その確率密度関数g(x)は，g(x)＝Σαμexp(－μx)である。モデル２

は，モデル１で，各serverがすべてのclassの呼に対するservice能力を獲得し，並列システム

になった場合と えられる。モデル２でα＝1/c(1≦i≦c)で，μ(1≦i≦c)がすべて等しい場

合，１．に記した多重処理方式になる。

２－３ モデル３

システム全体への呼の到着は，平 到着間隔1/λのポアソン到着とする。到着した呼は，class

１からclasscまでのいずれかのclassの呼である。到着した呼は確率αでclassiの呼である

とする。server数は１とする。classiの呼のservice時間分布は，平 1/(cμ)の指数分布であ

る。到着した呼は，FCFS規則によってserviceを受け，service終了時にシステムより退出す

る。モデル３は，モデル２で，server数をcから１にして，各serverのservice能力を，１個

のserverに集積したシステムと えられる。モデル３でα＝1/c(1≦i≦c)で，μ(1≦i≦c)がす

べて等しい場合，１．に記した集中方式になる。
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３．定常状態における解析

３－１ モデル１

ρ＝λα/μとする。第iserverは，トラヒック密度ρのM/M/１システムである。モデル１

の平 系内数をL，平 待ち数をLqとする。L，Lqは(１)，(２)で与えられる。

L＝Σ
ρ

１－ρ
(１)

Lq＝Σ
ρ
１－ρ

(２)

３－２ モデル２

系内にある呼数をi，serviceを受けているclassmの呼数をjとすると系内状態は

i,j,…,j i≧0，∑j＝mini,c で表される。

系内状態を系内数によって可算個に分割し，各状態間の遷移確率を えることにより，平

系内数L，平 待ち数Lqは，Neuts［２］のアルゴリズムを使って，数値的に求められる。以

下にc＝２の場合のL，Lqの求め方を示す。システム状態を次のように定める。

(i，j)：システムの系内数がi，service中のclass１の呼数がjである状態。

図２ ３種のモデル

デル１

デル２

デル３
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(0≦i，0≦j≦mini，2)

システムの状態を以下のように共通部分のない部分集合に分割する。

level 0＝ 0，0， 1，0， 1，1

level i＝ i＋1，j 0≦j≦2 ，i≧1

levelをlevel番号の昇順に並べ，level0に属する状態を((0，0)，(1，0)，(1，1))，leveli(i≧

1)に属する状態を((i，0)，(i，1)，(i，2))と並べることにより，すべての状態を一列に並べ

る。この状態の並べ方に対し，状態遷移を表す状態遷移行列をQとする。

Q＝⎧

⎩

B

B

０

０

０

…

B

A

A

０

０

…

０

A

A

A

０

…

…

０

A

A

A

…

…

０

A

A

…

…

０

A

…

…

０

…

…

…

⎫

⎭

ここで０は3×3零行列，B ，B ，B ，A，A，Aは２－２より定まり，以下に示す3×3行

列である。ここで，Neuts［２］の記法に従い(D)i，jによって行列Dのi行j列の要素を表す。

A＝λI (３)

(A)i，i＝－(λ＋(i－1)μ＋(2－i＋1)μ) (４)

(A)i，j＝0(i≠j) (５)

(A)1，1＝2μα (６)

(A)1，2＝2μα (７)

(A)2，1＝μα (８)

(A)2，2＝μα＋μα (９)

(A)2，3＝μα (10)

(A)3，2＝2μα (11)

(A)3，3＝2μα (12)

(B )1，1＝－λ (13)

(B )1，2＝λα (14)

(B )1，3＝λα (15)

(B )2，1＝－μ (16)

(B )2，2＝－(λ＋μ) (17)

(B )3，1＝μ (18)

(B )3，3＝－(λ＋μ) (19)
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(B )3，2＝λα (20)

(B )3，3＝λα (21)

(B )2，1＝λα (22)

(B )2，2＝λα (23)

(B )1，2＝2μ (24)

(B )2，2＝μ (25)

(B )2，3＝μ (26)

(B )3，3＝2μ (27)

(３)～(27)とNeuts［２］の方法により，iteration methodを使い，システムの平 系内数

L，平 待ち数Lqを求められる。

３－３ モデル３

到着率はλ，service時間分布は，mixedexponenialdistributionで，service時間分布の確

率密度関数は，∑αμexp(－cμx)のM/G/１待ち行列システムである。Pollaczeck- Khint-

chineの式より，平 系内数L，平 待ち数Lqは(28)，(29)となる。

L＝
∑ρ

c
1＋

∑ρ

c

1－
∑ρ

c

1＋
∑
ρ
α

∑ρ

2
(28)

Lq＝L－
∑ρ

c
(29)

４．c＝２の場合のモデル比較

server数c＝２の場合について，平 系内数，平 待ち数の比較を行う。c＝2の場合，α＋α＝

１より，モデル１における平 系内数L，平 待ち数Lq，モデル３における平 系内数L，

平 待ち数Lqは(30)(31)(32)(33)となる。

L＝
ρ
1－ρ

＋
ρ
1－ρ

(30)

Lq＝
ρ
1－ρ

＋
ρ
1－ρ

(31)
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図３ 最小平 系内数を与える

モデルの境界(ρ＝0.8)

図４ 最小平 系内数を与える

モデルの境界(ρ＝0.3)

図５ 平 系内数の変化

(ρ＝0.3，ρ＝0.3)

図６ 平 系内数の変化

(ρ＝0.3，ρ＝0.6)
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L＝
ρ＋ρ
2

1＋

ρ＋ρ
2

1－
ρ＋ρ
2

1＋

ρ
α
＋
ρ
1－α

ρ＋ρ
2

(32)

Lq＝L－
ρ＋ρ
2

(33)

図３，４にρ＝0.3，0.8の場合，L＝Lとなるαの値を示した。２つの曲線に挟まれた領域

ではL＞Lでありモデル３がモデル１より平 系内数が小さい。図３，４で２つの曲線の上側

と下側の領域ではL＜Lでありモデル１がモデル３より平 系内数が小さい。図３，４に示し

たように，モデル１とモデル３のどちらが平 系内数が小さいかは，ρ，ρ，αに依存して定ま

る。図５，６にρ，ρが一定のとき，αの変化に伴うL，L，Lの変化を示した。L，L，L

について次の(ⅰ)(ⅱ)(ⅲ)が成り立つ。

(ⅰ) 各ρ，ρに対し，Lはαの値によらず一定の値をとなる。

(ⅱ) 各ρ，ρに対し，０＜a ＜b ＜１をみたすa ，b が存在し，

０＜α＜a またはb ＜α＜１のときL＞L，

a ＜α＜b のときL＜Lとなる。

(ⅲ) 各ρ，ρに対し，０＜c ＜d ＜１をみたすc ，d が存在し，

0＜α＜c またはd ＜α＜１のときL＞L，

c ＜α＜d のときL＜Lとなる。

図７，８にρ，ρが一定のとき，αの変化に伴うLq，Lq，Lqの変化を示した。

Lq，Lq，Lqについて次の(ⅳ)(ⅴ)(ⅵ)が成り立つ。

(ⅳ) 各ρ，ρに対し，Lqはαの値によらず一定の値となる。

(ⅴ) 各ρ，ρに対し，０＜e ＜f ＜１をみたすe ，f が存在し，

0＜α＜e またはf ＜α＜１のときLq＞Lq，

e ＜α＜f のときLq＜Lqとなる。

(ⅵ) 各ρ，ρに対し，０＜g ＜h ＜１をみたすg ，h が存在し，

0＜α＜g またはh ＜α＜１のときLq＞Lq，

g ＜α＜h のときLq＜Lqとなる。

定常状態確率が存在するparameter(ρ，ρ)の範囲は，モデル１では０＜ρ＜１，０＜ρ＜

１，モデル２とモデル３ではモデル１より広い領域で，０＜ρ＋ρ＜２，０＜ρ，０＜ρであ

る。単位時間にclassiの呼をserviceする平 時間は各モデルでρ，class１の呼に対する平

service時間とclass２の呼に対する平 service時間の比は，μ/μ＝(αρ)/(αρ)である。

モデル２，モデル３では，(ρ，ρ)が一定の場合，αまたはαが０に近づくとき平 系内数，
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平 待ち数が大きくなる。これは２種類の呼に対するサービス時間の割合は変化せずに，それ

ぞれの種類の呼１つに対する平 service時間が大きく異なった場合である。

５．結 言

異なるサービスを要求する複数種類の呼が到着し，各serverは特定種類の呼に対するサービ

スのみ行い，server毎にqueueを持つ待ち行列システムについて次のようなシステムの変更を

えた。

(１) 各serverがすべてのclassの呼に対するservice能力を獲得しqueueを１つにして並

列システムに変更した場合。

(２)(１)の並列システムにおいて，各serverのservice能力を１個のserverに集積したシス

テムにした場合。

そしてserver数２の場合，元のシステムとこれらのシステムを定常状態において数値的に比

較した。その結果，それぞれの呼の利用率と各呼の到着割合によって並列化，集積化による影

響に違いがあること，各種類の呼に対する平 service時間が大きく異なる場合，並列化，集積

化によって平 系内数，平 待ち数を小さくする効果が得られない場合があることを示した。

図７ 平 待ち数の変化

(ρ＝0.3，ρ＝0.3)

図８ 平 待ち数の変化

(ρ＝0.3，ρ＝0.6)
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