
多工程 JIT生産在庫システムの性能評価
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要旨：本研究では，引き取りかんばんと生産指示かんばんを持ち単一品種の製品を生産する直

列型多工程 JIT生産在庫システムの定常状態解析を行う。製品需要と各工程の生産能力はそれ

ぞれ独立で同一の確率分布に従うとする。対象システムを離散時間M/G/1型マルコフ連鎖と

して表現し，行列解析法による性能評価を行い，数値例を示す。

1 はじめに

ジャストインタイム生産在庫システムは，生産における無駄なコストを削減することを主目

的として導入され，生産現場や大学等で様々な研究が行われてきた。ジャストインタイム生産

在庫システムにおける生産管理方法の特徴は，引き取り型生産が行われることである。ジャス

トイン生産在庫システムにおいて，各工程は先行する工程から生産に必要な量の部品を必要な

時間に引き取り，先行する工程は引き取られた量だけ部品の生産を行う。かんばんは，引き取

り型生産管理を行うために各工程で用いられる。かんばんを利用した生産メカニズムの詳細は，

MONDEN(1993)に述べられている。

ジャストインタイム生産在庫システムについて，これまでに多くの研究が行われてきたが，

その大部分はシミュレーションによる性能評価である。解析的方法を用いた研究には

KAMARKAR and KERME[ 1 ]，DELEERSNDER et al.[ 2 ]，MITRA and MITRANI[ 3 ][ 4 ]，

MATTA et al.[ 5 ]，OHNO et al.[ 6 ]等がある。これらの論文では，マルコフ連鎖によるモデ

ル化と性能評価が行われている。ジャストインタイム生産在庫システムで使用されるかんばん

には，引き取りかんばんと生産指示かんばんがある。上記の研究のうち，KAMARKAR and

KERME[ 1 ]，OHONO et al.[ 6 ]はこれら 2種類のかんばんを用いた生産在庫システムについ

て解析しているが，他の研究では生産指示かんばんのみを用いた生産在庫システムを対象にし

ている。一方，実際の工程においては，2 種類のかんばんを用いた場合が多く見られる

（MONDEN[ 7 ]，BERKLEY[ 8 ]）。

本研究では 2種類のかんばんを持ち単一品種の製品を生産する直列型多工程 JIT生産在庫シ

ステムを離散時間M/G/1型マルコフ連鎖によってモデル化し，定常状態解析を行う。製品需

要と各工程の生産能力はそれぞれ独立で同一の確率分布に従うとする。本研究で対象とする生

産在庫システムは，OHNO et al.[ 6 ]で扱ったシステムを多工程の場合に拡張したものである。
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M/G/1型マルコフ連鎖は，通信システムの解析等，客の到着分布とサービス時間分布がそ

れぞれ一般分布に従う広い分野の性能評価に用いられている。NEUTS[10]に，M/G/1型マル

コフ連鎖について性能評価アルゴリズムと応用例が詳述されている。

本論文の概要は以下のとおりである。第 2章において対象とするジャストイン生産在庫シス

テムの説明を行う。第 3章においてモデル化に用いるM/G/1型マルコフ連鎖について説明す

る。第 4章においてシステムの費用構造を示し，性能評価アルゴリズムを提示する。第 5章に

数値例を示す。

2 多工程 JIT 生産在庫システム

単一品種の製品を生産する工程数 mの直列型生産在庫システムを考える。各工程における

部品の発注と部品の発送，部品の納入は各期首に行われるとする。m個の工程を，上流から

下流に向かい，第 1工程，第 2工程，…，第 m工程と記す。各工程では，それぞれ生産指示

かんばんと引き取りかんばんが用いられる。第 i工程における引き取りかんばん枚数を Ni，生

産指示かんばん枚数を Miとする。第 i工程の部品納入リードタイムを Liとする。各期の製品

需要量 D(n)は独立で同一な分布に従うとし，みたされない需要は繰り越されるとする。各期

の製品需要量の分散は正の値であるとする。第 i工程，i=1，…，mにおける各期の生産能力

は工程毎に定まる分布に従うとする。以下の記号を用いる。

T iPnQ ：第 n期首において第 i,1工程から第 i工程に発送される部品量

Tm+1(n) ：第 n期首において第 m工程から供給される製品量

I i(n) ：第 n期首における第 i工程の部品在庫量

J i(n) ：第 n期首における第 i工程の製品在庫量

B(n) ：第 n期首における製品の総受注残

B�(n) ：第 n期首における製品の受注残

P i(n) ：第 n期における第 i工程の生産量

C i(n) ：第 n期における第 i工程の生産能力

C i,max ：第 i工程の公称生産能力

dmin ：各期の需要量の最小値

D ：各期の需要量の平均

F i(2)/Pr{C i(n)/2}

G(2)/Pr{D(n)/2}

MCi/min{M i�C i�max}

ここで，総受注残B(n)は受注残B�(n)と生産指示ポストにあるかんばん枚数を加えた値をあら

わす。図 1に，この直列型生産在庫システムを示した。
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図 1 直列型 m工程 JIT 生産在庫システム

M i,J i(n)は，第 n期首における第 i工程の生産指示ポストにある生産指示かんばん枚数を

あらわす。第 n期首における総受注残B(n)と受注残B�(n)，製品在庫量Jm(n)は以下の関係を

みたす。

B(n)/B�(n)+(Mm,Jm(n)) ( 1 )

B�(n)/(B(n),Mm)
+ ( 2 )

Jm(n)/(Mm,B(n))+ ( 3 )

第n+1期の第 i工程の生産量は，第 i工程の部品在庫量，第 i工程の生産指示ポストにおけ

る生産指示かんばん枚数，第 i工程の生産能力の最小値であり，式( 4 )，( 5 )が成り立つ。

P i(n)/min{I i(n)�M i,J i(n)� C i(n)}，1CiCm ( 4 )

式( 3 )，( 4 )より式( 5 )が成り立つ。

Pm(n)/min{Im(n)�Mm� B(n)� Cm(n)} ( 5 )

このとき，第n+1期首において第i,1工程から第 i工程に発送される部品量T i(n+1)は

T1(n+1)/N1,6
Li-1

j=0
T1P n,jQ,I1(n)+P1(n) ( 6 )

T i(n+1)/min{N i,6
Li-1

j=0
T iPn,jQ,I i(n)+P i(n)� J i-1(n)+P i-1(n)}� 2CiCm

( 7 )

によって定まる。第n+1期首において第 m工程から供給される製品量Tm+1(n+1)は

Tm+1(n+1)/min{B�(n)+D(n)� Jm(n)+Pm(n)} ( 8 )

である。

第n+1期首における部品在庫量と製品在庫量，総繰り越し需要量は

I i(n+1)/I i(n)+T i(n,L i+1),P i(n) ( 9 )

J i(n+1)/J i(n)+P i(n),T i+1(n+1) �1CiCm (10)

B(n+1)/B(n),Pm(n)+D(n) (11)

である。
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3 M/G/1 型マルコフ連鎖

第 n期首における部品の発送と製品の供給直後の第 i工程の状態を表すベクトルs iを以下の

ように定める。

s i/(T i(n)���T i(n-L i+1)�I i(n)�J i(n))� if 1CiCm,1 and 1CL i (12)

s i/(I i(n)� J i(n))� if 1CiCm-1 and L i/0 (13)

sm/(Tm(n)���Tm(n,Lm+1)�Im(n)�B(n))� if 1CLm (14)

sm/(Im(n)� Bm(n))� if Lm/0 (15)

第 n期首におけるシステムの状態を表すベクトル sをs/(s1���sm)とする。Z+/{0�1��}と

する。Z+
Li+2の部分集合T i(1CiCm)を，

T i/TPs1,1�,s1,L1+2Q* s1,j�Z+P1CjCL1+2Q, 6
L1+1

j=1
s1,j/N1, s1,L1+2CM1 U

T i/TPs i,1�,s i,Li+2Q* s i,j�Z+P1CjCL i+2Q, 6
Li+1

j=1
s i,jCN i, s i,Li+2CM i U�2CiCm-1

Tm/TPsm,1�,sm,Lm+2Q * sm,j�Z+P1CjCLm+2Q, 6
Lm+1

j=1
sm,jCNm U

によって定める。

T/TPs1�,smQ * s i/Ps i,1,�,s i,Li+2Q�T i , V
m-1

i=1
Ps i,Li+2/0U 6

Li+1+1

j=1
s i+1,j/N i+1Q U

とする。ここで∧は論理積を，∨は論理和をあらわす。状態空間を Tとし，期首における

JIT生産在庫システムの状態推移をあらわすマルコフ連鎖を{Xn}とする。第 n期首の状態が

s/(s1���sm)のとき，第 n期の各工程の生産量がp/(p1���pm)で第ｎ期の製品需要量が d

である場合の第n+1期首の状態をs�/h(s�p�d)であらわす。

s�/(s�1���s�m)とする。s i/(s i�1� ��s i�Li+2)�T i� s�i/(s�i�1� ��s�i�Li+2)�T iとする。s&は以下の

ように定まる。式(11)より

s�m�Lm+2/sm�Lm+2+d,pm (16)

が成り立ち，式( 7 )，(12)より

s�i�1/min{N i,6
Li+1

j=1
s i,j+p i, s i-1,Li-1+2+p i-1}� if 2CiCm and 1CL i (17)

が成り立つ。式( 7 )，( 9 )，(13)より

s�i�1/min{N i, s i-1,Li-1+2+p i-1+s i,1,p iU� if 2CiCm and L i/0 (18)

が成り立つ。式( 6 )，(12)より

s�1�1/N1, 6
L1+1

j=1
s1,j+p1� if 1CL i (19)

が成り立ち，式( 6 )，( 9 )，(13)より

s�1�1/N1 � if L1/0 (20)

が成り立つ。式(10)より
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s�i�Li+2/s i�Li+2+p i,s�i+1�1� 1CiCm,1 (21)

が成り立ち，式(12)，(14)より

s�i�j/s i�j-1� 1CiCm� 2CjCL i (22)

が成り立つ。式( 9 )，(12)，(14)より

s�i�Li+1/s i�Li+1+s i�Li,p i� 1CiCm� 1CL i (23)

が成り立つ。式( 4 )，( 5 )より，s�Tに対し，期首の状態が sのとき，その期の第 i工程の

生産量の最大値U i(s)は

U i(s)/min{M i,s i�Li+2 � s iLi+1� Cm�max}� 1CiCm,1 (24)

Um(s)/min{Mm� sm�Lm+2� sm�Lm+1� Cm�max} (25)

によって定まる。K i(s)を

K i(s)/{2 * 0C2CU i(s)}

とする。K i(s)の直積集合K(s)を

K(s)/K1(s)-�-Km(s)

とする。期首の状態が sのとき，第 i工程の生産量が xである確率Pr i(2�s)は，

Pr i(2�s)/F i(2) if 0C2?U i(s)

Pr i(2�s)/ 6
Ci,max

�=UiPsQ
F iP3Q if 2/U i(s)

によって定まる。故に，マルコフ連鎖 TXnUの推移確率は，以下のようにあらわすことがで

きる。

Pr(Xn+1/s� * Xn/s)/ 6
s'=hPs,p,dQ,

p=Pp1,�,pmQ�KPsQ

P
m

i=1
Pr i Pp i,sQ-Pr PD (n)/dQ (26)

式(26)では，p/(p1���pm)と dは，p�K(s)� s�/h(s�p�d)をみたす範囲を動くものとする。

MCm/min{Mm� Cm�max}とする。0Ciに対して，{Xn}の状態空間 Tの部分集合 level iを以下

のように定める。

level i=

Ts/Ps1,�,smQ*s�T, s i�T iP1CiCmQ, sm/Psm,1,�,sm,Lm+2Q, iMCmCsm,Lm+2?Pi+1QMCmU

(27)

状態空間 Tは level i (0Ci)の共通部分のない和集合として，

T/2
+*

i=0
level i

とあらわせる。各 levelに含まれる状態数は同一であり，この値を rとする。level 0の要素

を一列に並べ，a0�1���a0�rとする。

a0�j/Pb j,1,�,b j,mQ, b j,i/Pb j,i,1,�,b j,i,Li+2Q�T iP1CiCmQ (28)

とおく。

level 0の各要素a0�jに対し，level iの要素a i�jを
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a i�j/Pb j,1,�,b j,m-1,b
i
j,mQとする。

ここで

b i
j,m /Pb j,m,1,�,b j,m,Lm+1,b j,m,Lm+2+iMCmQ�Tm (29)

と定める。状態空間 Tの部分集合{a i�j * 0Ci}を NEUTS[ 9 ]に従い，phase jと記す。

kB1� k�B1とする。同一の phase に属する 2 つの要素 ak�j/Pb j,1,�,b j,m-1,b
k
j,m Qと

ak��j/Pb j,1,�,b j,m-1,b
k�

j,m Qに対し，式(24)，(29)より，

U i(ak�j)/U i(ak��j)� 1CiCm,1

が成り立つ。kB1� k�B1より，bk
j,m.Lm+2 BMCm� bk�

j,m.Lm+2 BMCmであるから，式(25)より

Um(ak�j)/Um(ak��j)

が成り立つ。故に，

K(ak�j)/K(ak��j)

が成り立つ。式(16)〜(23)より，任意のp�K(ak�j)と任意のdB0に対し，

a i+k�t/h(ak�j�p�d) (30)

とすると，式(30)と同一の（i，t）によって，

a i+k��t/h(ak��j�p�d) (31)

とあらわせる。故に式(26)より，kB1のときPr(Xn+1/a i+k�t * Xn/ak�j)は kのとり方には依存

せず，(t�j�i)によって定まる。また，一回の推移において総繰り越し需要量の減少量はMCm以

下であるから，

Pr(Xn+1/a i+k�t * Xn/ak�j)>0がみたされるのは，iB,1の場合である。

故に，Tの要素を levelの昇順に並べ，level iでは(a i�1���a i�r)と並べると，{Xn}の推移確率行

列 Pは次のようにあらわせる。

P={
B0 B1 B2 B3 �

A0 A1 A2 A3 �

0 A0 A1 A2 �

0 0 A0 A1 �

� � � � �

 (32)

式(32)で，各B i及びA iは r-r行列である。B iは level 0から level i (iB0)への状態推移を表し，

A iは level kから level k+i,1 (kB1� iB0)への状態推移をあらわす。

A/6
+*

i=0
A iとする。各 level内で状態を並び替えることにより，確率行列 Aは式(33)の基準形に

なる。このとき，行列A iは式(34)の形になる。

A/{
HP1Q 0 � 0 0

0 � � �

� � 0 0

0 � 0 HPcQ 0

TP1Q � � TPcQ TP0Q

 (33)

多工程 JIT生産在庫システムの性能評価（岩瀬雅治・浜田直道）

─ 148 ─



A i/{
H iP1Q 0 � 0 0

0 � � �

� � 0 0

0 � 0 H iPcQ 0

T iP1Q � � T iPcQ T iP0Q

 (34)

式(33)，(34)において，H(i)とH j(i) (i/1���c)はt i-t i行列で，H(i)は既約確率行列である。

T(i)とT j(i) (i/0���c)はt0-t i行列で，I t0,T(0)は逆行列を持つ。cは確率行列 Aの既約類の

個数である。H(i)は既約確率行列だから，平衡分布k iが存在し

k iH(i)/k i� k ie ti
T
/1� 1CiCc (35)

をみたす。r i(1CiCc)を次の式で定める。

r i/k i6
+*

j=1
jH jPiQe ti

T� 1CiCc (36)

rを次のように定める。

r/max Tr1,�,rcU (37)

4 システムの性能評価

4.1 定常状態解析

{Xn}が定常分布を持つ必要十分条件は，0?r?1 である（NEUTS[ 9 ]）。本論文では

0?r?1がみたされると仮定し，定常状態における性能評価指標を求める。式(38)をみたす

{Xn}の定常分布をp=(p0� p1��)とする。ここでp i，は level iに対する定常確率をあらわす r

次元ベクトルである。

pP/p� pe*
T
/1 (38)

ただし，e*/(1�1��)とする。p i/(p i�j)(1CjCr)とする。

B*を，定常状態における期首の総受注残とする。

式(28)の記法を用いることにより，期首における平均総受注残は，

E(B*)/6
*

i=0
6
r

j=1
p i,jPb j,m,Lm+2+iMCmQ (39)

と記すことができる。

Ik∞を第 k工程の部品在庫量とし，Jk∞を第 k工程の製品在庫量とする。期首における各工程の

部品在庫量，製品在庫量の平均は，

E(Ik*)/6
*

i=0
6
r

j=1
p i,jb j,k,Lk+1 �k/1� ��m (40)

E(Jk*)/6
*

i=0
6
r

j=1
p i,jb j,k,Lk+2 �k/1� ��m,1 (41)

E(Jm*)/ 6
iMCm+b j,m,Lm+2CMm

p i,jPMm,PiMCm+b j,m,Lm+2QQ (42)

である。総受注残が正になる確率は，
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Pr TB*>0U/6
r

j=1
p0,jdPb j,m,Lm+2>0Q+P1,6

r

j=1
p0,jQ (43)

である。B�*を，定常状態における期首の繰り越し需要量とする。B*/B�*+Mm,Jm*

より，期首における平均繰り越し需要量は，

E(B�*)/E(B*)+E(Jm*),E(B*) (44)

で与えられる。確率母関数ベクトルp(z)を

pPzQ/6
*

i=0
z ip i, *z*C1 (45)

によって定める。3k/(b1�k�Lk+2���br�k�Lk+2)� zk/(b1�k�Lk+1���br�k�Lk+1)とすると

E(B*)/pP1Q3m
T+MCmp

�P1Qer
T (46)

E(Jk*)/pP1Q3k
T �k/1� ��m,1 (47)

E(Ik*)/pP1Qzk
T �k/1� ��m (48)

とあらわせる。

p(1)� p�(1)er
Tとp0は IWASE and OHNO[12]に記したアルゴリズムを用いて求められる。こ

れらの値と，式 (46) 〜 (48) により，E(B*)� E(Ik*)�k/1��m� E(Kk*)�k/1���m,1と

E(B�*)が得られる。p i�i/1�2��は p0から以下のように計算される。（RAMASWAMI，

(1988)）。

p i/Pp0B i+6
i-1

j=1
p jA i+1-jQPIm,A1Q-1�i/1�2��

ここで，A i/6
*

k=0
A i+kG

k, B i/6
*

k=0
B i+kG

k

である。故に，式(42)，(44)よりE(Jm*)とPr(B�*>0)が得られる。

4.2 性能評価の指標

引き取りかんばん枚数N/(N1���Nm)，生産指示かんばん枚数M/(M1���Mm)に対し，定

常状態における 1期間当たりの平均在庫発注費用C1(N�M)，平均繰り越し需要費用C2(N�M)，

平均総費用C(N�M)を以下のように定める。

C1(N�M)/6
m

i=1
PAIiPEPI i*Q,

1

2
DQ+ 6

m

i=1
BIiEPJ i*Q+ PAo+AwQD (49)

C2(N�M)/ ABEPB*Q+CBPr TB*>0U (50)

C(N�M)/C1(N�M)+C2(N�M) (51)

ここで，

A Ii/第 i工程における 1部品 1期当たりの在庫費用

B Ii/1製品 1期当たりの在庫費用

A O/1部品当たりの発注費用

A w/1部品当たりの引き取り費用
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A B/1製品 1期当たりの繰り越し需要費用

C B/繰り越し需要発生費用

である。

4.3 性能評価アルゴリズム

生産指示かんばん枚数M1���Mm，外注かんばん枚数N1���Nm，部品納入リードタイム

L1���Lm，生産能力分布F1(2)���Fm(2)，製品需要分布G(2)に対する性能評価アルゴリズムを

示す。

Step 1. 十分小さな 2つの正数 e1と e2を定める。

Step 2. 整数 k0をPIr,6
k0

i=0
A iQer

T
?e1er

T
，PIr,6

k0

i=0
B iQer

T
?e1er

Tが共に成り立つように定め

る。

Step 3. A/6
k0

i=0
A iとする。各 level内で状態を並び替え，行列 Aを式(33)の基準形とする。

基準形を得るためにマルコフ連鎖の状態分類アルゴリズム（FOX and LANDI[12]）

を用いる。

Step 4. 式(36)により rを計算する。rが 1以上ならばシステムは安定条件をみたさないた

め，停止する。

Step 5. n
1；Gn
Ir

Step 6. n
n+1.

Step 7. Gn
6
k0

i=0
A iGn-1

i.

Step 8. 条件max
1CiCm

1CjCm

*PGnQ i,j,PGn-1Q i,j*B e2が成り立てば Step 6へ行く。成り立たなければ

Step 9へ行く。

Step 9. G
Gn

Step 10. Q
6
k0

i=0
B iG

i

Step 11. 連立一次方程式qQ/q� qer
T
/1を解く。

Step 12. 4.1により，E(I i*)，E(J i*)，E(B*)，E(B�*)，Pr(B*>0)を求める。

Step 13. 4.2により，C1(M�N)，C2(M�N)，C(M�N)を求める。

5 数値例

工程数m/2� L i/1� C i�max/3(i/1�2)とし，生産能力分布 Fを次のように定めた。

（a）F( 3 )=0.8，F( 2 )=0.1，F( 0 )=0.1（平均生産能力=2.6，生産能力分散=0.84）
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（b）F( 3 )=0.7，F( 1 )=0.2，F( 0 )=0.1（平均生産能力=2.3，生産能力分散=1.21）

第 1工程の生産能力分布を（a），第 2工程の生産能力分布を（b），需要分布を平均 1.2のポ

アソン分布とし，費用係数をAI1/2，AI2/10，BI1/7，BI2/20，CB/200，AB/0とし，変

化するN1の値に対する諸費用の値を図 2〜図 4に示した。この場合，総費用を最小にするかん

ばん枚数は，N1�/5�N2/4�M1/2�M2/3である。

図 2. C1(N,M)の変化(F1=(a),F2=(b))

図 3. C2(N,M)の変化(F1=(a),F2=(b))
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図 4. C(N,M)の変化(F1=(a),F2=(b))

6 結言

本研究では，製品需要と各工程の生産能力がそれぞれ独立な確率分布に従い，引き取りかん

ばんと生産指示かんばんによって単一品種の製品を生産する直列型多工程 JIT生産在庫システ

ムの定常状態解析を行った。対象システムを離散時間M/G/1型マルコフ連鎖としてあらわし，

行列解析法による性能評価を行い，数値例を示した。

本研究の手法を用いることにより，シミュレーションや近似法を使った性能評価と比較して

より高精度の特性値を得ることができる。つまり，本研究を適用することによって様々なシミ

ュレーション技法や工程の分解等を使った近似解析手法で得られる解の信頼性評価を行うこと

ができる。

一方で本研究の手法による計算では，式(37)における rの値が 1に近い場合と各 levelの要

素数 rが大きい場合に確率行列 Gの計算時間が急速に増大し，このことがシステムの性能評

価に要する計算時間を大きくする。これらの場合は製品需要に対する生産能力に余裕のない場

合や工程数が多い場合に対応している。今後アルゴリズムの工夫等を行い，このような場合に

対応できることを目指したい。
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