
受注生産在庫システムの性能評価

岩 瀬 雅 治

１．はじめに

生産システムはその対象とする製品の需要形態により，注文を受けてから生産を行なう受注

生産方式と需要予測等の見込みに基づいて生産する見込み生産方式に大別される。生産に必要

な部品については，受注を受けた時点で既に調達されているとして生産指示を出すシステムと，

納入リードタイムを 慮したシステムがある。

受注生産システムの研究として，［１］は，多工程の受注生産システムを待ち行列ネットワー

クと えて性能評価を行っている。［２］は，納期の異なる複数種類の需要が到着する受注生産

システムに対し，受注残の状態によって生産能力を調整するモデルについて 察している。

［３］，［４］は受注残が大きい場合は外注を利用する受注生産システムの性能評価を行っている。

これらは，受注を受けた時点で生産に必要な部品は調達されているとして生産指示を出すシス

テムである。

生産に必要な部品の発注費用と部品在庫費用を 慮した受注生産システムの研究として，

［５］は，部品の在庫費用と発注費用を 慮した受注生産在庫システムに対し，擬出生死滅過程

のMatrix Geometric Solutionを用いた性能評価を行っている。［６］，［７］は，［５］と同様

なモデルな対し，マルコフ決定過程を用いて総費用を最小化する最適な部品の発注政策につい

て検討している。

本研究では，一般的な分布に従う製品需要を持つ受注生産在庫システムについて える。

［５］，［６］，［７］が連続時間モデルであるのに対し，本研究では離散時間モデルを える。生

産に必要な部品は補充点方式によって一定のリードタイムで納入されるとする。

本研究では，はじめに対象となる受注生産在庫システムの概要について記す。次にシステム

の安定条件について言及する。そして，このシステムに対する二種類の性能評価法を記す。さ

らにいくつかの数値例を記し，受注生産在庫システムの特性について 察する。

２．受注生産在庫システムの概要

確率的に変動する製品需要に対する離散時間受注生産在庫システムを える。各期における

需要（注文）の発生は互いに独立で同一な分布に従うものとし，受注残は待ち行列に並び，先

着順に処理されるものとする。部品の在庫管理は，補充点方式に従うものとする。すなわち，
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各期首に部品在庫の補充点までの不足分が発注される。したがって第 k期（k＝0，1，2，…）

に生産に使われた量の部品は，第 k＋１期首に発注される。このため，各期首における部品の

在庫と発注済みで納入前の部品の合計は常に一定である。また，部品の発注から納入までのリ

ードタイムも一定とする。以下の記号を用いる。

D ：第 k期の需要量。

I ：第 k期首の部品在庫量。

J ：第 k期首の受注残。

P ：第 k期の生産量。

C ：第 k期の生産能力。

L ：部品の納入リードタイム。

S ：部品在庫の補充点。

本論文で論ずるシステムは図１に示される。第 k＋1期首の部品在庫量 I は，第 k期首の

部品在庫量と第 k＋1期首に納入される部品 P の和から，第 k期の生産量 P を引いた値で

ある。従って

I ＝I ＋P －P (１)

である。第 k期の生産量 P は，第 k期首の部品在庫量 I ，第 k期の生産能力 C ，第 k期首

の受注残 J の最小値で与えられる。従って，

P＝min｛I ，C ，J｝ (２)

である。また，第 k＋1期首の受注残 J は，第 k期首の受注残に第 k期の需要量 D を加え，

第 k期の生産量 P を引いたものであり，

J ＝J＋D －P (３)

となる。

受注生産在庫システムの性能評価（岩瀬雅治）

図1 離散時間受注生産在庫システム
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式(１)より

I ＋ ∑ P＝I ＋ ∑ P (４)

が成り立つ。式(４)は，各期首における部品の在庫と発注済みで納入前の部品の合計は常に一

定であることを表し，この一定値が部品在庫の補充点 Sである。

I ＋ ∑ P＝S (５)

３．受注生産在庫システムの性質

(１)生産能力が一定の場合

各期の生産能力が一定値 M に等しい場合，

N＝min｛(L＋1)M，S｝ (６)

とする。確率変数 の平 を E［ ］，分散をVar［ ］で表す。各期の需要を表す確率変数を d

とする。需要分布，生産能力，部品の納入リードタイム，部品在庫の補充点によって，ａ)

～ｅ)のように場合分けを行う。

ａ) Var(d)＞0，min M， S
 
L＋1

＞E［d］

ｂ) Var(d)＝0，min M， S
 
L＋1

＞E［d］

ｃ) Var(d)＝0，min M， S
 
L＋1

＝E［d］

ｄ) Var(d)＞0，min M， S
 
L＋1

≦E［d］

ｅ) Var(d)＝0，min M， S
 
L＋1

＜E［d］

受注残 J の k→＋∞の状態について，定理１が成り立つ。定理１の証明は［８］，［９］に与え

られている。

定理１

ⅰ) 条件ａ)が成立つ場合，確率変数 J が存在し任意の ≧0に対し，

limPr｛J≦ ｝＝Pr｛J≦ ｝

である。すなわち，k→＋∞のとき，J は J に法則収束する。

ⅱ) 条件ｂ)が成り立つ場合，確率１で

limJ＝E［d］
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である。

ⅲ) 条件ｃ)が成立つ場合，次式が成立し，｛J｝（k＝L＋1，L＋2，…）は周期 L＋１の値を

とる。

J ＝max｛J，E［d］｝， n＝1,2,…，0≦i≦L

ⅳ) 条件ｄ)またはｅ)が成立つ場合，J は k→＋∞のとき確率１で＋∞に発散する。

定理１より，安定条件はａ)，ｂ)，ｃ)で与えられ，ａ)，ｂ)のとき J は k→＋∞で定常状態

に収束する。

(２)生産能力が変動する場合

各期の生産能力は互いに独立で同一な分布に従うものとする。１期間の生産能力を表す確率

変数を cとし，cの最大値を M とする。式⑵より，P が zである確率 Pr(P＝z)は

Pr(P＝z)＝Pr(c＝z) if 0 z＜min｛I ，J｝ (６)

Pr(P＝z)＝∑Pr(c＝z) if z＝min｛I ，J｝ (７)

で表される。生産能力が期によって変動する場合，生産能力のばらつきが影響するため，シス

テムの安定条件は定理１では表せない。システムが安定になるための必要条件は，次の定理２

で与えられる。定理２は，大数の法則（［10］）を用いて示すことができる。

定理２

δ＝min｛ Pr(d = )＞0｝とする。Var(d)＞0のとき，受注生産在庫システムが安定になる

ためにはδ＜M 及び (L＋1)δ＜Sが必要である。

４．受注生産在庫システムの性能評価

(１)性能評価の指標

定常状態における部品在庫量を I ，１期間の生産量を P ，受注残を J とする。費用構造と

して部品在庫費用と注文の遅れ（発注してから製品を受け取るまでの遅れ）費用を 慮するも

のとし，C を１期間１部品当たりの部品在庫費用，C を１期間１製品当たりの注文遅れ費用

とおく。１期間当たりの平 部品在庫費用は CE I －
1
2P

，１期間当たりの注文の平 遅

れ費用は CE［J］で与えられる。従って定常状態に於ける１期間当たりの平 総費用A(S)は，

A(S)＝CE I －
1
2P

＋CE［J］ (８)

で与えられる。

式(３)，(５)より，
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E［P ］＝E［d］

E［I ］＝S－LE［d］

であるため，式(８)より，１期間当たりの平 総費用A(S)は，

A(S)＝C(S－ L＋
1
2 E［d］)＋CE［J］ (９)

で与えられる。

(２)生産能力が一定の場合

生産能力が一定の離散時間生産在庫システムに対して，［11］，［12］は確率母関数を使った性

能評価を行なっている。［11］は，外注かんばんを用いた JIT生産システムを解析し，［12］は，

外注かんばんと生産指示かんばんを用いた JIT生産システムを解析している。本研究の受注

生産在庫システムに対しても，これら見込み生産在庫システムに対する解法を次のように適用

できる。

１期の生産能力が一定値 M に等しいとし，３．(１)の条件ａ)が成り立つとする。定理１

ⅰ)と式(３)，(５)より，法則収束の意味で， limI ＝I ， limP ＝P が成り立つ。 各期の

需要の確率母関数を D(z)で表し，J の確率母関数をX(z)とおく。負でない整数m，νを，

N＝mM－ν，0≦ν≦M－1を満たすように定める。定理３が成り立つ。定理３の証明は［８］，

［９］に与えられている。

定理３

X(z)＝(z D(z) ∑ ∑ (1－z )P｛Y(0)＝i｝P｛ ∑ D ＝j｝

＋∑ z D(z) ∑ ∑ (1－z )Pr｛Y(k)＝i｝Pr｛D ＝j｝)/

(z －D(z) )

(10)

式(10)において，

Y(0)＝J，

Y(1)＝［Y(0)＋ ∑ D－M＋ν］

Y(k)＝［Y(k－1)＋D －M］，2≦k≦m－1 (11)

とする。記号［ ］は，［ ］＝max｛ ,0｝を表す。

定理３により，生産能力が一定の場合の性能評価アルゴリズムを以下のように記すことができ

― ―169

経営論集 第15巻第１号



る。

Step１： N＝min｛(L＋1)M，S｝とする。

Step２： 式(10)の分子をα(z)，分母をβ(z)とする。

β(z)＝z －D(z) ＝0の z≦1をみたす複素数解 z，…，z ，z ＝1をニュー

トン法等によって求める。

Step３： 負でない整数m，νを，N＝mM－ν，0≦ν≦M－1を満たすように定める。

Pr｛Y(0)＝i｝，0≦i≦M －ν－1と Pr｛Y(k)＝i｝，1≦k≦m－1，0≦i≦M －1を

未知変数とする次の連立一次方程式を解く。

α′(1)＝β′(1) and α(z )＝0，1≦n≦N－1

Step４： ロピタルの定理より，E［J］を次式により計算する。

E［J］＝
α″(1)－β″(1)

2β′(1)

Step５： 式(９)によってA(S)を計算する。

安定条件ａ)を仮定すると，S≧［(L＋1)E［d］］＋1が成り立つ。ここで［ ］はガウス記号で

ある。また，S≧M (L＋1)の場合，式(８)よりN＝M (L＋1)であり Sの増分は生産に使わ

れることはなく，１期当たりの平 総費用A(S)は，Sの増加に伴い単調に増加する。故にA

(S)を最小にする部品在庫の最適補充点 S は，［(L＋1)E［d］］＋1≦S ≦M (L＋1)をみたす。

(３)生産能力が変動する場合

生産能力が変動する場合，確率母関数を使った性能評価法をそのまま適用することはできな

い。しかし，受注生産在庫システムの状態推移を表すマルコフ連鎖を以下のように定めること

ができる。

第 k期首の状態を表す L＋２次元ベクトルX ＝( ,…, )を(12)～(14)で定める。

＝P ，1 i L (12)

＝I (13)

＝J (14)

式(５)，(12)，(13)より

∑ ＝S (15)

0 M，1 i L (16)

が成り立つ。

X は，第 k期首における発注済みで未納の部品 ,…, と部品在庫量 ，製品の受注残

から構成される L＋２次元ベクトルである。状態空間 T を
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T＝｛( ,…, )0 M (1 i L),0 ,∑ ＝S,0 ｝

とする。｛X ｝は T 上のマルコフ連鎖と えられる。状態空間 T を，製品の受注残の範囲に

よって，以下のように状態数が等しく共通部分を持たない可算個の部分集合 leveli(i 0)に分

割する。

level i＝｛( ，…， )0 M (1 i L)，0 ，∑ ＝S，iM ＜(i＋1)M｝

各 levelの状態数は同一である。この共通の状態数をmとする。level0の状態を一定の順序

で並べ，a ，…a とする。level0の k番目の状態 a ＝( ，…， )∈level0に対する

level i(i 1)の k番目の状態 a ＝( ，…， )を次のように定める。

＝ ，1 j L＋1 (17)

＝ ＋iM (18)

T の状態を，levelの昇順に並べ，level iにおいては，a ，…a と並べることで，T のす

べての状態を一列に並べることができる。T の状態について，上記の並べ方に対する｛X ｝

の推移確率行列を Pとする。X が与えられたときのX の条件付き確率を，下記のように

⒜と⒝の場合に分けて記すことができる。

(ａ) a ＝( ，…， ， )∈level 0，a ＝( ，…， ， ＋iM )∈level iの場

合

Pr(X ＝a X ＝a )＝gc( )gd( ＋iM－ ＋ )

if 0 ＜min｛ ， ｝ and

＝ ，2 t L  and

＝ ＋ － and

＋iM－ ＋ 0 (19)

Pr(X ＝a X ＝a )＝ ∑ gc(w)gd( ＋iM－ ＋ )

if ＝min｛ ， ｝ and

＝ ，2 t L  and

＝ ＋ － and

＋iM－ ＋ 0 (20)

Pr(X ＝a X ＝a )＝0 otherwise (21)

(ｂ) a ＝( ，…， ， ＋iM )∈level i，

a ＝( ，…， ， ＋(i＋k)M )∈level i＋k

の場合(i 1，k －1)
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Pr(X ＝a X ＝a )＝gc( )gd( ＋kM－ ＋ )

if 0 ＜ and

＝ ，2 t L  and

＝ ＋ － and

＋kM－ ＋ 0 (22)

Pr(X ＝a X ＝a )＝ ∑ gc(w)gd( ＋kM－ ＋ )

if ＝ and

＝ ，2 t L  and

＝ ＋ － and

＋kM－ ＋ 0 (23)

Pr(X ＝a X ＝a )＝0 otherwise (24)

式(22)～(24)より，Pr(X ＝a X ＝a )は，i 1の場合，iに無関係に(k，j，l)によっ

て定まる。各期の生産量は M 以下であるから， ∈level i(i 1)に対し Pr(X ＝ X ＝

)＞0をみたす は ∪ level jに含まれる。故に，推移確率行列 Pは次の形に表せる。

P＝

B

A

0

0

…

B

A

A

0

…

B

A

A

A

…

B

A

A

A

…

…

…

…

…

(25)

式(25)で，各 B 及びA はm×m行列である。B は level０から level i(i 0)への状態推移

を表す。A は level kから level k＋i－1(k 1,i 0)への状態推移を表す。つまり，｛X ｝

はNeutsのM/G/1型マルコフ連鎖（［13］）になる。e＝(1，1，…)とすれば，

πP＝π (26)

πe＝1 (27)

をみたす非負ベクトルπが｛X ｝の定常分布となる。定常分布πに対し，πをm次元ベクト

ルとし，π＝(π)(0 i)，π＝(π )(1 j m)とする。level0の j番目の状態 a を，a ＝

( ，…， ， )と表す。h＝( ，…， )とする。定常状態における期首の平 受

注残 E(J )は，

E(J )＝∑∑π ( ＋iM ) (28)

で与えられる。

…
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r＝∑iπe (29)

p＝∑π (30)

とすれば E(J )は，

E(J )＝M r＋p h (31)

と表すことができる。

式(29)と式(30)に記した rと pは，行列解析アルゴリズム(［13］，［14］)を基にして求める

ことができる。rと pが得られれば式(９)と式(31)を使って生産能力が変動する場合の性能

評価を行なうことができる。4(2)の確率母関数を用いた性能評価法では，計算時間の大部分は

未知変数の個数N＝min｛(L＋1)M，S｝個の連立一次方程式を一回解くことであるのに対し，

行列解析アルゴリズムを使ったこの性能評価法では，各 levelの状態数mに対し，m×m正

方行列の繰り返し演算が必要になる。必要な演算数は各 levelの状態数mと E(J )の増加に

伴い急速に増大するため，この性能評価法では，確率母関数を用いた方法に比較して実際に計

算可能な問題の規模はかなり限定される。

５．数値例

(１)確率母関数を使った性能評価

１期の生産能力 C＝10，各期の需要 dは平 ７のポアソン分布に従い，リードタイム L＝

４，C＝２，C＝10とおく。定理２ⅰ)，ⅳ)より，安定条件は S＞35である。部品在庫の補充

点 Sを変化させたときの平衡状態における１期間当たりの平 部品在庫費用，注文の平 遅

れ費用，平 総費用を図２に記した。図２は，部品在庫の補充点 Sの増加に伴い注文の平

図2 諸費用の変化
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遅れ費用は S＝36から S＝50までは単調に減少し，S＝50以上では一定の値をとること，１期

間当たりの平 総費用は部品在庫の補充点 Sの凸関数であることを示す。S＝50以上で注文の

平 遅れ費用が一定になることは，S＝50以上ではN の値が一定値50となり，生産に使われ

ない余分な部品在庫が生じることに対応している。図２は，１期間当たりの平 総費用A(S)

が最小になる S＝42が部品在庫の最適補充点であることを示している。

(２)行列解析法を使った性能評価

１期の需要量 dは平 ２のポアソン分布に従うとし，部品の納入リードタイム L＝２，１

期間の生産可能量の最大値 M＝４とする。eを，１期間の生産能力低下の程度を表す0 e＜1

をみたす定数とし，一期の生産能力 cの確率分布は，

Pr(c＝i)＝
e
 
M
，0 i M－1

Pr(c＝M )＝
1－e
 
M

で与えられるとする。図３に部品在庫の補充点 Sが変化するときの平 受注残 E(J )の値を

示した。図４に C＝10，C＝80の場合に部品在庫の補充点 Sが変化するときの一期当たりの

平 総費用を示した。表１に eの各々の値に対して一期当たりの平 総費用A(S)を最小にす

る部品の最適補充点 S とその場合の平 総費用A(S )を示した。図３は部品在庫の補充点 S

12では，Sの増加に伴い E(J )は単調に減少し，S 12では E(J )は一定になることを表し

図3 平 受注残 E(J )の変化
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ている。S 12で E(J )が一定になることは，定常状態では S 12の場合，常に部品在庫量が

生産可能量の最大値 M 以上であり，Sの増加が E(J )を減少させる効果を持たないことを示

す。図３，図４は，eの減少に伴い E(J )とA(S)が減少することを表し，生産能力を高める

ことにより，平 受注残と平 総費用が減少することを示している。表１は eの減少により

S とA(S )が減少することを表し，生産能力を高めることで，部品在庫の最適補充点とその

場合の平 総費用を小さくできることを示している。

６．結言

本論文では，一般的な分布に従う製品需要を持つ離散時間受注生産在庫システムについて

えた。部品に対する在庫管理は，補充点方式に従うものとして，システムの安定条件について

図4 平 総費用A(S)の変化

表1 部品在庫の最適補充点と平 総費用

e 0.00 0.12 0.24 0.36 0.48

部品在庫の最適補充点 S 9 10 10 10 11

平 総費用 A(S ) 222.06 240.55 265.73 304.07 364.69
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察した。そして，需要分布，生産能力，部品の納入リードタイム，部品在庫の補充点が与え

られたとき，１期間当たりの平 総費用，平 受注残，平 部品在庫量を得るための性能評価

法を示した。その方法は確率母関数を用いるものと行列解析法によるものである。これらの性

能評価法を使ったいくつかの数値例を示した。数値例により，部品在庫の補充点は諸費用に大

きな影響を与え，１期間当たりの平 総費用は部品在庫の補充点の凸関数になること，生産能

力の減少によって部品在庫の最適補充点と１期間当たりの最小平 総費用が増加することが解

析された。

実際の生産工程では，複数の部品が投入され，しかもそれらが異なる納入リードタイムを持

つことが多い。これらの場合に対しても，今後 察をすすめていきたい。
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